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RESUMEN 

El trabajo de investigación presenta el modelo matemático y dinámico de un quadcopter UAV (vehículo aéreo no tripula-
do). Este modelo simula el comportamiento más cercano a un rendimiento real, dentro de un medio que presenta todo tipo 
de perturbaciones. Para desarrollar las matemáticas y modelar el quadcopter, se lo ha considerado un objeto rígido con 
movimientos de traslación y rotación; En cuanto a la parte dinámica, se utilizan las ecuaciones de Euler-Lagrange, de esta 
manera es posible adquirir la función de transferencia expresada en el modelo de quadcopter dinámico. La dinámica de 
rotación del UAV se define por los momentos más importantes de inercia, ubicados en el centro de masa del vehículo. Se 
espera que tenga un buen rendimiento frente a perturbaciones externas como ráfagas de viento, masas variables, que 
crean inestabilidad durante el vuelo, y especialmente en el caso de un clima tan fortuito en el entorno en el que se realizará 
el vuelo. Entre las amplias posibilidades que se encuentran hoy en día, los UAV son capaces de llevar a cabo cualquier 
tarea programada con la ayuda de software y hardware para la automatización asociada en la IMU UAV, accionada por 
motores eléctricos (tipo Brushless). Para este trabajo se ha elegido el ARDRONE 2.0. El fabricante permite desarrollar apli-
caciones de controladores externos que pueden asociarse a la operación y la dinámica del modelo matemático desarro-
llado. Los sistemas de control para seguir el camino del quadcopter son: un controlador PID y un algoritmo de controlador 
de modo deslizante para altitud, actitud y posición.

Palabras clave: Cuadricópteros, control PID, filtro de Kalman, seguimiento de trayectorias. 

ABSTRACT

The research paper presents the mathematical and dynamic model of a UAV (unmanned aerial vehicle) quadcopter. This 
model simulates the behavior closest to a real performance, within a medium that presents all kinds of disturbances. In 
order to develop mathematics and model the quadcopter, it has been considered a rigid object with translational and rota-
tional movements; As regards the dynamic part, the Euler-Lagrange equations are used, in this way it is possible to acquire 
the transfer function expressed in the dynamic quadcopter model. The rotational dynamics of the UAV is defined by the 
most important moments of inertia, located in the center of mass of the vehicle. It is expected to have a good performance 
in the face of external disturbances such as gusts of wind, variable masses, which create instability during the flight, and 
especially in the event of such a fortuitous climate in the environment in which the flight will take place, Among the wide 
possibilities that are found today, UAVs are capable of carrying out any scheduled task with the help of software and hard-
ware for associated automation in the UAV IMU, driven by electric motors (Brushless type). For this work the ARDRONE 
2.0 has been chosen. The manufacturer allows to develop applications of external controllers that can be associated to the 
operation and dynamics of the mathematical model developed. The control systems for tracking the path of the quadcopter 
are: a PID controller and a sliding mode controller algorithm for altitude, attitude and position.

Keywords: Quadcopters, PID control, Kalman filter, trajectory tracking.

RESUMO

O trabalho de pesquisa apresenta o modelo matemático e dinâmico de um quadcopter UAV (veículo aéreo não tripulado). 
Este modelo simula o comportamento mais próximo de um desempenho real, dentro de um meio que apresenta todos os 
tipos de distúrbios. Para desenvolver a matemática e modelar o quadcopter, ele foi considerado um objeto rígido com mo-
vimentos de translação e rotação; No que se refere à parte dinâmica, são utilizadas as equações de Euler-Lagrange, desta 
forma é possível adquirir a função de transferência expressa no modelo de quadricóptero dinâmico. A dinâmica rotacional 
do UAV é definida pelos momentos mais importantes de inércia, localizados no centro de massa do veículo. Espera-se 
um bom desempenho em face de distúrbios externos, como rajadas de vento, massas variáveis, que criam instabilidade 
durante o voo e, principalmente, no caso de um clima tão fortuito no ambiente em que o voo ocorrerá Entre as amplas pos-
sibilidades encontradas atualmente, os UAVs são capazes de realizar qualquer tarefa agendada com a ajuda de software 
e hardware para automação associada na UAV IMU, acionada por motores elétricos (tipo Brushless). Para este trabalho, 
o ARDRONE 2.0 foi escolhido. O fabricante permite desenvolver aplicações de controladores externos que podem ser 
associados à operação e dinâmica do modelo matemático desenvolvido. Os sistemas de controle para rastrear o caminho 
do quadcopter são: um controlador PID e um algoritmo de controlador de modo deslizante para altitude, atitude e posição.

Palavras-chave: Quadrotor, controle PID, filtro Kalman, rastreamento de trajetória.
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Introducción

En la actualidad y desde hace más de 50 
años, el control y monitoreo de las diferen-
tes actividades, con aparatos aéreos UAVs, 
se ha convertido en una área de gran inte-
rés. Hoy se realizan grandes esfuerzos [2], 
[3] en la generación de nuevos y mejores 
modelos matemáticos que rigen el funcio-
namiento para cumplir con diferentes tareas 
[5] como: control de incendios, contamina-
ción de áreas, desplazamientos humanos, 
control de fronteras, tráfico de estupefacien-
tes, control de fenómenos geológicos etc.  

Movimientos del cuadricóptero

El cuadricóptero tiene cuatro rotores: frontal 
(1), lateral derecho (2), posterior (3) y lateral 
izquierdo (4), ver figura 1.1.  

Los movimientos del cuadricóptero son de  
rotación y traslación, determinados a tres 
ejes fijos (X, Y, Z) y a través de la oscilación 
de los ángulos de navegación: yaw (eje Z); 
pitch (eje Y), y roll (eje X). El cuadricópte-
ro tiene seis grados de libertad: tres trasla-
cionales (x, y, z) y tres rotacionales (roll (
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ROTACION ANGULAR - ROLL    

Rotación sobre el eje 𝑥𝑥, se obtiene al manipular las velocidades de los rotores 2 y 4, el par de 
rotores restantes permanece invariante en velocidad, al igual que el torque total. Se conoce 
como movimiento de Alabeo, hacia la izquierda y derecha.     
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Rotación sobre el eje 𝑧𝑧. Yaw Movimiento de Guiñada.  La velocidad de los rotores 1 y 3 se 
aumenta, los rotores  2 y 4 se disminuyen para mover la orientación a la derecha, como se 
puede observar en la figura 1.1. Esto produce un desbalance aerodinámico de los torques que 
permite que el cuadricóptero gire en su propio eje.   Si todos los rotores mantienen la misma 
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Figura 1.1. Esquema de Cuadricóptero

Fuente: Los autores 2020
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Rotación sobre el eje x, se obtiene al mani-
pular las velocidades de los rotores 2 y 4, 
el par de rotores restantes permanece in-
variante en velocidad, al igual que el torque 
total. Se conoce como movimiento de Ala-
beo, hacia la izquierda y derecha.  
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Rotación sobre el eje y,  se obtiene al mo-
dificar las velocidades de los rotores 1 y 3, 
el par de rotores restantes permanece inva-
riante en velocidad, al igual que el torque 
total. Este es el movimiento de cabeceo 
Pitch, hacia adelante y atrás. 
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TWARE, PARA MODIFICAR EL FUNCIONAMIENTO DE UN DRON, PARA QUE ESTE REALICE MONITOREO 
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Rotación sobre el eje z. Yaw Movimiento de 
Guiñada.  La velocidad de los rotores 1 y 3 
se aumenta, los rotores  2 y 4 se disminu-
yen para mover la orientación a la derecha, 
como se puede observar en la figura 1.1. 
Esto produce un desbalance aerodinámico 
de los torques que permite que el cuadri-
cóptero gire en su propio eje.   Si todos los 
rotores mantienen la misma velocidad, el 
torque total será cero;  y si además el em-
puje total de la aeronave es igual a su peso, 
esta se mantendrá en vuelo estacionario.

Sistema de Referencia

Para obtener las ecuaciones de la dinámica 
del sistema, es necesario expresar diversas 

fuerzas y momentos en el sistema de refe-
rencia inercial.   El cuadricóptero se mueve 
en el transcurso del tiempo, este cambia de 
posición respecto a un punto de referencia 
que se supone fijo.  Son necesarios  un sis-
tema de referencia inercial y un segundo 
sistema de referencia no inercial.  La posi-
ción del dron se referirá a  través de dos 
puntos: uno fijo en tierra E={xE,yE, zE},  y el 
otro en el centro de masa del cuadricóptero 
B={xB, yB, zB},. La posición y traslación del 
cuadricóptero se describen mediante el 
movimiento de los ángulos Roll (
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velocidad, el torque total será cero;  y si además el empuje total de la aeronave es igual a su 
peso, esta se mantendrá en vuelo estacionario. 

SISTEMA DE REFERENCIA 
 

Para obtener las ecuaciones de la dinámica del sistema, es necesario expresar diversas 
fuerzas y momentos en el sistema de referencia inercial.   El cuadricóptero se mueve en el 
transcurso del tiempo, este cambia de posición respecto a un punto de referencia que se 
supone fijo.  Son necesarios  un sistema de referencia inercial y un segundo sistema de 
referencia no inercial.  La posición del dron se referirá a  través de dos puntos: uno fijo en tierra 
𝑬𝑬 = {𝑥𝑥𝐸𝐸, 𝑦𝑦𝐸𝐸, 𝑧𝑧𝐸𝐸},  y el otro en el centro de masa del cuadricóptero 𝑩𝑩 = {𝑥𝑥𝐵𝐵, 𝑦𝑦𝐵𝐵, 𝑧𝑧𝐵𝐵},.   La posición 
y traslación del cuadricóptero se describen mediante el movimiento de los ángulos Roll (), 
Pitch (), y Yaw (), ver fig. 1.2.    En el sistema de referencia B se emplean las ecuaciones 
dinámicas de rotación y translación, este punto está en el centro del cuadricóptero y a él se 
refieren los giros y movimientos que realiza. (Raza, 2010).  

 
 

Fig.1.2  Sistema de Referencia 

La posición  del cuadricóptero en el punto 𝐸𝐸  está determinado por el vector:                

 𝜉𝜉 =  [ 𝑥𝑥  𝑦𝑦  𝑧𝑧  ]𝑇𝑇, y la orientación por el vector    𝜂𝜂 =  [ 𝜙𝜙   𝜃𝜃   𝜓𝜓 ] 

En función de estos ángulos [ 𝜙𝜙   𝜃𝜃   𝜓𝜓 ] se formula la orientación del dron  con respecto al 
sistema de referencia E.     Para la matriz de rotación se usa la convención  [𝑍𝑍𝜓𝜓][𝑌𝑌𝜃𝜃] [𝑋𝑋𝜙𝜙], 
movimiento alrededor de los ejes: 

MATRIZ ROTACIÓN EN ROLL 

𝐑𝐑(𝐱𝐱, 𝛟𝛟) = [
𝐱𝐱𝟏𝟏
𝐲𝐲𝟏𝟏
𝐳𝐳𝟏𝟏

] = [
𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝛟𝛟 −𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝛟𝛟

] [
𝐱𝐱𝐁𝐁
𝐲𝐲𝐁𝐁
𝐳𝐳𝐁𝐁

] 

Ecuación 1.1. Matriz de rotación en ROLL  

Matriz Rotación en PITCH
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Ecuación 1.1  Matriz de rotación en ROLL   

MATRIZ ROTACIÓN EN PITCH 

R(y, θ) = [
x2
y2
z2

] = [
cosθ 0 senθ

0 1 0
−senθ 0 cosθ

] [
x1
y1
z1

]  

Ecuación 1.2  Matriz de rotación en PITCH     

MATRIZ ROTACIÓN EN YAW 

R(z, ψ) = [
xB
yB
zB

] = [
cosψ −senψ 0
senψ cosψ 0

0 0 1
] [

x2
y2
z2

] 

Ecuación 1.3  Matriz de rotación en YAW      
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son bajas.  
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ejes  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  respectivamente.  Para adquirir las velocidades en el punto de inercia se realiza el 
producto  𝛏𝛏 =̇ 𝐑𝐑(𝛟𝛟, 𝛉𝛉, 𝛙𝛙)𝐕𝐕.  
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MOVIMIENTOS DEL CUADRICÓPTERO 

El cuadricóptero tiene cuatro rotores: frontal (1), lateral derecho (2), posterior (3) y lateral 
izquierdo (4), ver figura 1.1.   

Los movimientos del cuadricóptero son de  rotación y traslación, determinados a tres ejes fijos 
(X, Y, Z) y a través de la oscilación de los ángulos de navegación: yaw (eje Z); pitch (eje Y), y 
roll (eje X). El cuadricóptero tiene seis grados de libertad: tres traslacionales (x, y, z) y tres 
rotacionales (roll (), pitch () y yaw ()), ver  Fig. 1.1. 

 

Figura 1.1 Esquema de Cuadricóptero 

 

ROTACIONES ANGULARES 

ROTACION ANGULAR - ROLL    

Rotación sobre el eje 𝑥𝑥, se obtiene al manipular las velocidades de los rotores 2 y 4, el par de 
rotores restantes permanece invariante en velocidad, al igual que el torque total. Se conoce 
como movimiento de Alabeo, hacia la izquierda y derecha.     

ROTACION ANGULAR - PITCH  

Rotación sobre el eje 𝑦𝑦,  se obtiene al modificar las velocidades de los rotores 1 y 3, el par de 
rotores restantes permanece invariante en velocidad, al igual que el torque total. Este es el 
movimiento de cabeceo Pitch, hacia adelante y atrás.  

ROTACION ANGULAR - YAW ()  

Rotación sobre el eje 𝑧𝑧. Yaw Movimiento de Guiñada.  La velocidad de los rotores 1 y 3 se 
aumenta, los rotores  2 y 4 se disminuyen para mover la orientación a la derecha, como se 
puede observar en la figura 1.1. Esto produce un desbalance aerodinámico de los torques que 
permite que el cuadricóptero gire en su propio eje.   Si todos los rotores mantienen la misma 
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Ecuación 1.1  Matriz de rotación en ROLL   

MATRIZ ROTACIÓN EN PITCH 

R(y, θ) = [
x2
y2
z2

] = [
cosθ 0 senθ

0 1 0
−senθ 0 cosθ

] [
x1
y1
z1

]  

Ecuación 1.2  Matriz de rotación en PITCH     

MATRIZ ROTACIÓN EN YAW 

R(z, ψ) = [
xB
yB
zB

] = [
cosψ −senψ 0
senψ cosψ 0

0 0 1
] [

x2
y2
z2

] 

Ecuación 1.3  Matriz de rotación en YAW      

Con las matrices de rotación de los ángulos se efectúa el cálculo de la matriz de rotación 
completa, Ecuación 1.4, la matriz 𝑅𝑅(𝜙𝜙, 𝜃𝜃, 𝜓𝜓).                  

R(ϕ, θ, ψ) = R(z, ψ). R(y, θ). R(x, ϕ) = 

  [
cθcψ cψsθsϕ − sψcϕ cψsθcϕ + sψsϕ
sψcθ sψsθsϕ + cψcϕ sψsθcϕ − sϕcψ
−sθ cθsϕ cθcϕ

] 

Ecuación 1.4  Matriz de rotación 

 

Esta ecuación expresa el movimiento de traslación del cuadricóptero.   

La matriz ecuación 1.4 se reduce cuando al considerar: los ángulos 𝜃𝜃 → 0 y 𝜙𝜙 → 0, entonces: 
 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜙𝜙 ≅ 1,   𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 ≅ 1 y𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜙𝜙 ≅ 0,      𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 ≅ 0,  es válida debido a que las rotaciones roll y pitch 
son bajas.  

[
ẋE
ẋE
ẋE

] =  [
cosψ −senψ 0
senψ cosψ 0

0 0 1
] . [

Vx
Vy
Vz

] 

Ecuación 1.5  Modelo cinemático simplificado de un cuadricóptero 
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El vector [𝐕𝐕𝐱𝐱 𝐕𝐕𝐲𝐲 𝐕𝐕𝐳𝐳] = 𝐕𝐕𝐓𝐓 representa las velocidades del cuadricóptero en el sistema de 
referencia 𝑩𝑩, y el vector  �̇�𝝃 = [�̇�𝒙 �̇�𝒚 �̇�𝒛]𝑻𝑻  representa las velocidades del cuadricóptero en los 
ejes  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  respectivamente.  Para adquirir las velocidades en el punto de inercia se realiza el 
producto  𝛏𝛏 =̇ 𝐑𝐑(𝛟𝛟, 𝛉𝛉, 𝛙𝛙)𝐕𝐕.  

Ecuación 1.4. Matriz de rotación

Esta ecuación expresa el movimiento de traslación del cuadricóptero. 
 
La matriz ecuación 1.4 se reduce cuando al considerar: los ángulos 
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0 1 0
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Esta ecuación expresa el movimiento de traslación del cuadricóptero.   

La matriz ecuación 1.4 se reduce cuando al considerar: los ángulos 𝜃𝜃 → 0 y 𝜙𝜙 → 0, entonces: 
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Ecuación 1.5  Modelo cinemático simplificado de un cuadricóptero 

.MODELO CINEMATICO 

El vector [𝐕𝐕𝐱𝐱 𝐕𝐕𝐲𝐲 𝐕𝐕𝐳𝐳] = 𝐕𝐕𝐓𝐓 representa las velocidades del cuadricóptero en el sistema de 
referencia 𝑩𝑩, y el vector  �̇�𝝃 = [�̇�𝒙 �̇�𝒚 �̇�𝒛]𝑻𝑻  representa las velocidades del cuadricóptero en los 
ejes  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  respectivamente.  Para adquirir las velocidades en el punto de inercia se realiza el 
producto  𝛏𝛏 =̇ 𝐑𝐑(𝛟𝛟, 𝛉𝛉, 𝛙𝛙)𝐕𝐕.  

Ecuación 1.5. Modelo cinemático simplificado de un cuadricóptero

Modelo Cinematico

El vector 
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Ecuación 1.1  Matriz de rotación en ROLL   

MATRIZ ROTACIÓN EN PITCH 

R(y, θ) = [
x2
y2
z2

] = [
cosθ 0 senθ

0 1 0
−senθ 0 cosθ

] [
x1
y1
z1

]  

Ecuación 1.2  Matriz de rotación en PITCH     

MATRIZ ROTACIÓN EN YAW 

R(z, ψ) = [
xB
yB
zB

] = [
cosψ −senψ 0
senψ cosψ 0

0 0 1
] [

x2
y2
z2

] 

Ecuación 1.3  Matriz de rotación en YAW      

Con las matrices de rotación de los ángulos se efectúa el cálculo de la matriz de rotación 
completa, Ecuación 1.4, la matriz 𝑅𝑅(𝜙𝜙, 𝜃𝜃, 𝜓𝜓).                  

R(ϕ, θ, ψ) = R(z, ψ). R(y, θ). R(x, ϕ) = 

  [
cθcψ cψsθsϕ − sψcϕ cψsθcϕ + sψsϕ
sψcθ sψsθsϕ + cψcϕ sψsθcϕ − sϕcψ
−sθ cθsϕ cθcϕ

] 

Ecuación 1.4  Matriz de rotación 

 

Esta ecuación expresa el movimiento de traslación del cuadricóptero.   

La matriz ecuación 1.4 se reduce cuando al considerar: los ángulos 𝜃𝜃 → 0 y 𝜙𝜙 → 0, entonces: 
 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜙𝜙 ≅ 1,   𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 ≅ 1 y𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜙𝜙 ≅ 0,      𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 ≅ 0,  es válida debido a que las rotaciones roll y pitch 
son bajas.  

[
ẋE
ẋE
ẋE

] =  [
cosψ −senψ 0
senψ cosψ 0

0 0 1
] . [

Vx
Vy
Vz

] 

Ecuación 1.5  Modelo cinemático simplificado de un cuadricóptero 

.MODELO CINEMATICO 

El vector [𝐕𝐕𝐱𝐱 𝐕𝐕𝐲𝐲 𝐕𝐕𝐳𝐳] = 𝐕𝐕𝐓𝐓 representa las velocidades del cuadricóptero en el sistema de 
referencia 𝑩𝑩, y el vector  �̇�𝝃 = [�̇�𝒙 �̇�𝒚 �̇�𝒛]𝑻𝑻  representa las velocidades del cuadricóptero en los 
ejes  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  respectivamente.  Para adquirir las velocidades en el punto de inercia se realiza el 
producto  𝛏𝛏 =̇ 𝐑𝐑(𝛟𝛟, 𝛉𝛉, 𝛙𝛙)𝐕𝐕.  

 representa las 
velocidades del cuadricóptero en el sistema 
de referencia B, y el vector 
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Esta ecuación expresa el movimiento de traslación del cuadricóptero.   

La matriz ecuación 1.4 se reduce cuando al considerar: los ángulos 𝜃𝜃 → 0 y 𝜙𝜙 → 0, entonces: 
 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜙𝜙 ≅ 1,   𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 ≅ 1 y𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜙𝜙 ≅ 0,      𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 ≅ 0,  es válida debido a que las rotaciones roll y pitch 
son bajas.  
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ẋE
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cosψ −senψ 0
senψ cosψ 0

0 0 1
] . [
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Ecuación 1.5  Modelo cinemático simplificado de un cuadricóptero 

.MODELO CINEMATICO 

El vector [𝐕𝐕𝐱𝐱 𝐕𝐕𝐲𝐲 𝐕𝐕𝐳𝐳] = 𝐕𝐕𝐓𝐓 representa las velocidades del cuadricóptero en el sistema de 
referencia 𝑩𝑩, y el vector  �̇�𝝃 = [�̇�𝒙 �̇�𝒚 �̇�𝒛]𝑻𝑻  representa las velocidades del cuadricóptero en los 
ejes  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  respectivamente.  Para adquirir las velocidades en el punto de inercia se realiza el 
producto  𝛏𝛏 =̇ 𝐑𝐑(𝛟𝛟, 𝛉𝛉, 𝛙𝛙)𝐕𝐕.  
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La matriz ecuación 1.4 se reduce cuando al considerar: los ángulos 𝜃𝜃 → 0 y 𝜙𝜙 → 0, entonces: 
 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜙𝜙 ≅ 1,   𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 ≅ 1 y𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜙𝜙 ≅ 0,      𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 ≅ 0,  es válida debido a que las rotaciones roll y pitch 
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cosψ −senψ 0
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Ecuación 1.5  Modelo cinemático simplificado de un cuadricóptero 

.MODELO CINEMATICO 

El vector [𝐕𝐕𝐱𝐱 𝐕𝐕𝐲𝐲 𝐕𝐕𝐳𝐳] = 𝐕𝐕𝐓𝐓 representa las velocidades del cuadricóptero en el sistema de 
referencia 𝑩𝑩, y el vector  �̇�𝝃 = [�̇�𝒙 �̇�𝒚 �̇�𝒛]𝑻𝑻  representa las velocidades del cuadricóptero en los 
ejes  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  respectivamente.  Para adquirir las velocidades en el punto de inercia se realiza el 
producto  𝛏𝛏 =̇ 𝐑𝐑(𝛟𝛟, 𝛉𝛉, 𝛙𝛙)𝐕𝐕.  
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Para conseguir las ecuaciones  de  movi-
miento rotacional w del cuadricóptero, se  
emplean los componentes de las velocida-
des angulares roll (p), pitch (q) y yaw (r): El 
vector 
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MODELO CINEMATICO 

El vector [𝐕𝐕𝐱𝐱 𝐕𝐕𝐲𝐲 𝐕𝐕𝐳𝐳] = 𝐕𝐕𝐓𝐓 representa las velocidades del cuadricóptero en el sistema 
de referencia 𝑩𝑩, y el vector  �̇�𝝃 = [�̇�𝒙 �̇�𝒚 �̇�𝒛]𝑻𝑻  representa las velocidades del 
cuadricóptero en los ejes  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  respectivamente.  Para adquirir las velocidades en el 
punto de inercia se realiza el producto  𝛏𝛏 =̇ 𝐑𝐑(𝛟𝛟, 𝛉𝛉, 𝛙𝛙)𝐕𝐕.  

Para conseguir las ecuaciones  de  movimiento rotacional 𝒘𝒘 del cuadricóptero, se  
emplean los componentes de las velocidades angulares roll (p), pitch (q) y yaw (r):    El 
vector 𝐰𝐰 =  [𝐩𝐩 𝐪𝐪 𝐫𝐫]𝐓𝐓, en el punto B. Las velocidades angulares 𝒘𝒘  del cuadricóptero 
y la variación con respecto al tiempo de los ángulos     �̇�𝛈 = [∅̇ �̇�𝛉 �̇�𝛙]𝐓𝐓  en el punto  𝑬𝑬.   
La rotación yaw  está sujeta a tres rotaciones en (𝒛𝒛, 𝒚𝒚, 𝒙𝒙);  Pitch está sujeta a dos 
rotaciones (𝒚𝒚, 𝒙𝒙) y roll está sujeta a una rotación alrededor de  𝒙𝒙. (Espinosa Acosta & 
Moya González, 2016), (Artale, Milazzo, & Ricciardello, 2013) (Samaniego Villacres & 
Vaca Cerda, 2017) 

𝒘𝒘 =  𝑾𝑾𝜼𝜼�̇�𝜼 

Entonces el valor de 𝑾𝑾𝜼𝜼 

[
𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] = 𝐑𝐑(𝐱𝐱, 𝛟𝛟)𝐑𝐑(𝐲𝐲, 𝛉𝛉)𝐑𝐑(𝐳𝐳, 𝛙𝛙) [
𝟎𝟎
𝟎𝟎
�̇�𝛙

] + 𝐑𝐑(𝐱𝐱, 𝛟𝛟)𝐑𝐑(𝐲𝐲, 𝛉𝛉) [
𝟎𝟎
�̇�𝛉
𝟎𝟎

] + 𝐑𝐑(𝐱𝐱, 𝛟𝛟) [
�̇�𝛟
𝟎𝟎
𝟎𝟎

] 

Las componentes de velocidades angulares en el eje  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  en el punto 𝑩𝑩: 

[
𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] = [
𝟏𝟏 𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

] [
�̇�𝛟
�̇�𝛉
�̇�𝛙

] 

Donde 𝐖𝐖 = [
𝟏𝟏 𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

] 

Para conseguir �̇�𝜂 = 𝑊𝑊𝜂𝜂
−1𝑤𝑤     se encuentra que 𝑊𝑊𝜂𝜂.   

[
�̇�𝛟
�̇�𝛉
�̇�𝛙

] = 𝐖𝐖𝛈𝛈
−𝟏𝟏 [

𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] [
𝟏𝟏 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟

𝟎𝟎 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

] [
𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] 

Ecuación 1.6  Modelo cinemático  

, en el punto B. Las 
velocidades angulares w del cuadricóptero 
y la variación con respecto al tiempo de los 

ángulos 
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MODELO CINEMATICO 

El vector [𝐕𝐕𝐱𝐱 𝐕𝐕𝐲𝐲 𝐕𝐕𝐳𝐳] = 𝐕𝐕𝐓𝐓 representa las velocidades del cuadricóptero en el sistema 
de referencia 𝑩𝑩, y el vector  �̇�𝝃 = [�̇�𝒙 �̇�𝒚 �̇�𝒛]𝑻𝑻  representa las velocidades del 
cuadricóptero en los ejes  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  respectivamente.  Para adquirir las velocidades en el 
punto de inercia se realiza el producto  𝛏𝛏 =̇ 𝐑𝐑(𝛟𝛟, 𝛉𝛉, 𝛙𝛙)𝐕𝐕.  

Para conseguir las ecuaciones  de  movimiento rotacional 𝒘𝒘 del cuadricóptero, se  
emplean los componentes de las velocidades angulares roll (p), pitch (q) y yaw (r):    El 
vector 𝐰𝐰 =  [𝐩𝐩 𝐪𝐪 𝐫𝐫]𝐓𝐓, en el punto B. Las velocidades angulares 𝒘𝒘  del cuadricóptero 
y la variación con respecto al tiempo de los ángulos     �̇�𝛈 = [∅̇ �̇�𝛉 �̇�𝛙]𝐓𝐓  en el punto  𝑬𝑬.   
La rotación yaw  está sujeta a tres rotaciones en (𝒛𝒛, 𝒚𝒚, 𝒙𝒙);  Pitch está sujeta a dos 
rotaciones (𝒚𝒚, 𝒙𝒙) y roll está sujeta a una rotación alrededor de  𝒙𝒙. (Espinosa Acosta & 
Moya González, 2016), (Artale, Milazzo, & Ricciardello, 2013) (Samaniego Villacres & 
Vaca Cerda, 2017) 
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Las componentes de velocidades angulares en el eje  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  en el punto 𝑩𝑩: 
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] [
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] 

Donde 𝐖𝐖 = [
𝟏𝟏 𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

] 

Para conseguir �̇�𝜂 = 𝑊𝑊𝜂𝜂
−1𝑤𝑤     se encuentra que 𝑊𝑊𝜂𝜂.   

[
�̇�𝛟
�̇�𝛉
�̇�𝛙

] = 𝐖𝐖𝛈𝛈
−𝟏𝟏 [

𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] [
𝟏𝟏 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉
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𝟎𝟎 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

] [
𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] 

Ecuación 1.6  Modelo cinemático  

 en el punto  E.   La 
rotación yaw  está sujeta a tres rotaciones en 
(z, y, x);  Pitch está sujeta a dos rotaciones 
(y, x) y roll está sujeta a una rotación alrede-
dor de  x. (Espinosa Acosta & Moya Gonzá-
lez, 2016), (Artale, Milazzo, & Ricciardello, 
2013) (Samaniego Villacres & Vaca Cerda, 
2017)
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MODELO CINEMATICO 

El vector [𝐕𝐕𝐱𝐱 𝐕𝐕𝐲𝐲 𝐕𝐕𝐳𝐳] = 𝐕𝐕𝐓𝐓 representa las velocidades del cuadricóptero en el sistema 
de referencia 𝑩𝑩, y el vector  �̇�𝝃 = [�̇�𝒙 �̇�𝒚 �̇�𝒛]𝑻𝑻  representa las velocidades del 
cuadricóptero en los ejes  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  respectivamente.  Para adquirir las velocidades en el 
punto de inercia se realiza el producto  𝛏𝛏 =̇ 𝐑𝐑(𝛟𝛟, 𝛉𝛉, 𝛙𝛙)𝐕𝐕.  

Para conseguir las ecuaciones  de  movimiento rotacional 𝒘𝒘 del cuadricóptero, se  
emplean los componentes de las velocidades angulares roll (p), pitch (q) y yaw (r):    El 
vector 𝐰𝐰 =  [𝐩𝐩 𝐪𝐪 𝐫𝐫]𝐓𝐓, en el punto B. Las velocidades angulares 𝒘𝒘  del cuadricóptero 
y la variación con respecto al tiempo de los ángulos     �̇�𝛈 = [∅̇ �̇�𝛉 �̇�𝛙]𝐓𝐓  en el punto  𝑬𝑬.   
La rotación yaw  está sujeta a tres rotaciones en (𝒛𝒛, 𝒚𝒚, 𝒙𝒙);  Pitch está sujeta a dos 
rotaciones (𝒚𝒚, 𝒙𝒙) y roll está sujeta a una rotación alrededor de  𝒙𝒙. (Espinosa Acosta & 
Moya González, 2016), (Artale, Milazzo, & Ricciardello, 2013) (Samaniego Villacres & 
Vaca Cerda, 2017) 

𝒘𝒘 =  𝑾𝑾𝜼𝜼�̇�𝜼 

Entonces el valor de 𝑾𝑾𝜼𝜼 

[
𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] = 𝐑𝐑(𝐱𝐱, 𝛟𝛟)𝐑𝐑(𝐲𝐲, 𝛉𝛉)𝐑𝐑(𝐳𝐳, 𝛙𝛙) [
𝟎𝟎
𝟎𝟎
�̇�𝛙

] + 𝐑𝐑(𝐱𝐱, 𝛟𝛟)𝐑𝐑(𝐲𝐲, 𝛉𝛉) [
𝟎𝟎
�̇�𝛉
𝟎𝟎

] + 𝐑𝐑(𝐱𝐱, 𝛟𝛟) [
�̇�𝛟
𝟎𝟎
𝟎𝟎

] 

Las componentes de velocidades angulares en el eje  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  en el punto 𝑩𝑩: 

[
𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] = [
𝟏𝟏 𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

] [
�̇�𝛟
�̇�𝛉
�̇�𝛙

] 

Donde 𝐖𝐖 = [
𝟏𝟏 𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

] 

Para conseguir �̇�𝜂 = 𝑊𝑊𝜂𝜂
−1𝑤𝑤     se encuentra que 𝑊𝑊𝜂𝜂.   

[
�̇�𝛟
�̇�𝛉
�̇�𝛙

] = 𝐖𝐖𝛈𝛈
−𝟏𝟏 [

𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] [
𝟏𝟏 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟

𝟎𝟎 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

] [
𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] 

Ecuación 1.6  Modelo cinemático  

Entonces el valor de Wn
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MODELO CINEMATICO 

El vector [𝐕𝐕𝐱𝐱 𝐕𝐕𝐲𝐲 𝐕𝐕𝐳𝐳] = 𝐕𝐕𝐓𝐓 representa las velocidades del cuadricóptero en el sistema 
de referencia 𝑩𝑩, y el vector  �̇�𝝃 = [�̇�𝒙 �̇�𝒚 �̇�𝒛]𝑻𝑻  representa las velocidades del 
cuadricóptero en los ejes  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  respectivamente.  Para adquirir las velocidades en el 
punto de inercia se realiza el producto  𝛏𝛏 =̇ 𝐑𝐑(𝛟𝛟, 𝛉𝛉, 𝛙𝛙)𝐕𝐕.  

Para conseguir las ecuaciones  de  movimiento rotacional 𝒘𝒘 del cuadricóptero, se  
emplean los componentes de las velocidades angulares roll (p), pitch (q) y yaw (r):    El 
vector 𝐰𝐰 =  [𝐩𝐩 𝐪𝐪 𝐫𝐫]𝐓𝐓, en el punto B. Las velocidades angulares 𝒘𝒘  del cuadricóptero 
y la variación con respecto al tiempo de los ángulos     �̇�𝛈 = [∅̇ �̇�𝛉 �̇�𝛙]𝐓𝐓  en el punto  𝑬𝑬.   
La rotación yaw  está sujeta a tres rotaciones en (𝒛𝒛, 𝒚𝒚, 𝒙𝒙);  Pitch está sujeta a dos 
rotaciones (𝒚𝒚, 𝒙𝒙) y roll está sujeta a una rotación alrededor de  𝒙𝒙. (Espinosa Acosta & 
Moya González, 2016), (Artale, Milazzo, & Ricciardello, 2013) (Samaniego Villacres & 
Vaca Cerda, 2017) 

𝒘𝒘 =  𝑾𝑾𝜼𝜼�̇�𝜼 

Entonces el valor de 𝑾𝑾𝜼𝜼 

[
𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] = 𝐑𝐑(𝐱𝐱, 𝛟𝛟)𝐑𝐑(𝐲𝐲, 𝛉𝛉)𝐑𝐑(𝐳𝐳, 𝛙𝛙) [
𝟎𝟎
𝟎𝟎
�̇�𝛙

] + 𝐑𝐑(𝐱𝐱, 𝛟𝛟)𝐑𝐑(𝐲𝐲, 𝛉𝛉) [
𝟎𝟎
�̇�𝛉
𝟎𝟎

] + 𝐑𝐑(𝐱𝐱, 𝛟𝛟) [
�̇�𝛟
𝟎𝟎
𝟎𝟎

] 

Las componentes de velocidades angulares en el eje  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  en el punto 𝑩𝑩: 

[
𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] = [
𝟏𝟏 𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

] [
�̇�𝛟
�̇�𝛉
�̇�𝛙

] 

Donde 𝐖𝐖 = [
𝟏𝟏 𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

] 

Para conseguir �̇�𝜂 = 𝑊𝑊𝜂𝜂
−1𝑤𝑤     se encuentra que 𝑊𝑊𝜂𝜂.   

[
�̇�𝛟
�̇�𝛉
�̇�𝛙

] = 𝐖𝐖𝛈𝛈
−𝟏𝟏 [

𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] [
𝟏𝟏 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟

𝟎𝟎 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

] [
𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] 

Ecuación 1.6  Modelo cinemático  

Las componentes de velocidades angulares en el eje  x, y, z  en el punto B:
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El vector [𝐕𝐕𝐱𝐱 𝐕𝐕𝐲𝐲 𝐕𝐕𝐳𝐳] = 𝐕𝐕𝐓𝐓 representa las velocidades del cuadricóptero en el sistema 
de referencia 𝑩𝑩, y el vector  �̇�𝝃 = [�̇�𝒙 �̇�𝒚 �̇�𝒛]𝑻𝑻  representa las velocidades del 
cuadricóptero en los ejes  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  respectivamente.  Para adquirir las velocidades en el 
punto de inercia se realiza el producto  𝛏𝛏 =̇ 𝐑𝐑(𝛟𝛟, 𝛉𝛉, 𝛙𝛙)𝐕𝐕.  

Para conseguir las ecuaciones  de  movimiento rotacional 𝒘𝒘 del cuadricóptero, se  
emplean los componentes de las velocidades angulares roll (p), pitch (q) y yaw (r):    El 
vector 𝐰𝐰 =  [𝐩𝐩 𝐪𝐪 𝐫𝐫]𝐓𝐓, en el punto B. Las velocidades angulares 𝒘𝒘  del cuadricóptero 
y la variación con respecto al tiempo de los ángulos     �̇�𝛈 = [∅̇ �̇�𝛉 �̇�𝛙]𝐓𝐓  en el punto  𝑬𝑬.   
La rotación yaw  está sujeta a tres rotaciones en (𝒛𝒛, 𝒚𝒚, 𝒙𝒙);  Pitch está sujeta a dos 
rotaciones (𝒚𝒚, 𝒙𝒙) y roll está sujeta a una rotación alrededor de  𝒙𝒙. (Espinosa Acosta & 
Moya González, 2016), (Artale, Milazzo, & Ricciardello, 2013) (Samaniego Villacres & 
Vaca Cerda, 2017) 

𝒘𝒘 =  𝑾𝑾𝜼𝜼�̇�𝜼 

Entonces el valor de 𝑾𝑾𝜼𝜼 

[
𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] = 𝐑𝐑(𝐱𝐱, 𝛟𝛟)𝐑𝐑(𝐲𝐲, 𝛉𝛉)𝐑𝐑(𝐳𝐳, 𝛙𝛙) [
𝟎𝟎
𝟎𝟎
�̇�𝛙

] + 𝐑𝐑(𝐱𝐱, 𝛟𝛟)𝐑𝐑(𝐲𝐲, 𝛉𝛉) [
𝟎𝟎
�̇�𝛉
𝟎𝟎

] + 𝐑𝐑(𝐱𝐱, 𝛟𝛟) [
�̇�𝛟
𝟎𝟎
𝟎𝟎

] 

Las componentes de velocidades angulares en el eje  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  en el punto 𝑩𝑩: 

[
𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] = [
𝟏𝟏 𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

] [
�̇�𝛟
�̇�𝛉
�̇�𝛙

] 

Donde 𝐖𝐖 = [
𝟏𝟏 𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

] 

Para conseguir �̇�𝜂 = 𝑊𝑊𝜂𝜂
−1𝑤𝑤     se encuentra que 𝑊𝑊𝜂𝜂.   

[
�̇�𝛟
�̇�𝛉
�̇�𝛙

] = 𝐖𝐖𝛈𝛈
−𝟏𝟏 [

𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] [
𝟏𝟏 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛉𝛉
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟

𝟎𝟎 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝛟𝛟
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛟𝛟
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛉𝛉

] [
𝐩𝐩
𝐪𝐪
𝐫𝐫

] 

Ecuación 1.6  Modelo cinemático  

Para conseguir 
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cuadricóptero en los ejes  𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛  respectivamente.  Para adquirir las velocidades en el 
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Para conseguir las ecuaciones  de  movimiento rotacional 𝒘𝒘 del cuadricóptero, se  
emplean los componentes de las velocidades angulares roll (p), pitch (q) y yaw (r):    El 
vector 𝐰𝐰 =  [𝐩𝐩 𝐪𝐪 𝐫𝐫]𝐓𝐓, en el punto B. Las velocidades angulares 𝒘𝒘  del cuadricóptero 
y la variación con respecto al tiempo de los ángulos     �̇�𝛈 = [∅̇ �̇�𝛉 �̇�𝛙]𝐓𝐓  en el punto  𝑬𝑬.   
La rotación yaw  está sujeta a tres rotaciones en (𝒛𝒛, 𝒚𝒚, 𝒙𝒙);  Pitch está sujeta a dos 
rotaciones (𝒚𝒚, 𝒙𝒙) y roll está sujeta a una rotación alrededor de  𝒙𝒙. (Espinosa Acosta & 
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Ecuación 1.6. Modelo cinemático

Modelo Dinámico 

En la formulación de las ecuaciones del mo-
delo dinámico se van a asumir las siguien-
tes hipótesis [1]: 

1. Se considera al cuerpo central del dron 
como un sólido rígido libre 3D,  por tanto 
tendrá 6 grados de libertad.

2. La inercia de los rotores respecto de sus 
ejes principales se considera desprecia-
ble.

3. La trayectoria del dron es muy pequeña 
comparada con el tamaño de la Tierra.  
Por ello se desprecian las fuerzas de 
Coriolis y centrífuga. 

4. La aceleración de la gravedad es cons-
tante, pues las variaciones de altura que 
va a experimentar el dron son despre-
ciables frente al radio de la Tierra.

5. Se considera el efecto del viento en la 
resistencia aerodinámica del dron pero 
se desprecia el efecto en las hélices.

6. Se desprecian los momentos produci-

DESARROLLO DE UN MODELO MATEMÁTICO, CINEMÁTICO Y DINÁMICO CON LA APLICACIÓN DE SOF-
TWARE, PARA MODIFICAR EL FUNCIONAMIENTO DE UN DRON, PARA QUE ESTE REALICE MONITOREO 
AUTOMÁTICO
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dos por las fuerzas de resistencia aero-
dinámica, las fuerzas de arrastre aerodi-
námico actúan siempre en el centro de 
masas del sistema.

Al aplicar las ecuaciones de Newton Euler 
al cuadricóptero, se encuentran  las ecua-
ciones que gobiernan el movimiento lineal 
y angular [7]. La fuerza que actúa sobre el 
cuadricóptero es:  
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𝑭𝑭𝒊𝒊 = 𝒅𝒅
𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒎𝒎𝑽𝑽𝑩𝑩

Ecuación 1.7  Fuerza sobre el cuadricóptero 

Donde  F  es la fuerza que actúa sobre el dron, m  la masa y esta se mantiene 
constante; VB la velocidad de traslación en el punto de referencia B. 

La fuerza externa se constituye en: empuje de las hélices, fuerza gravitacional y la 
fuerza centrífuga.    Debido al tamaño del dron, se desprecian los efectos o pares 
aerodinámicos. Cada motor i tiene una velocidad angular Ω𝑖𝑖, esta crea una fuerza 
referida al marco inercial del dron fi = [0 0 Ωi

2], entonces el empuje total TB está 
representado como TB = [0 0 U1], donde U1 es el empuje generado en el eje ZB, como 
en la ecuación 1.8 

𝑈𝑈1 = ∑ 𝑏𝑏
4

𝑖𝑖=0
𝛺𝛺𝑖𝑖

2

Ecuación ¡Error! No hay texto con el estilo especificado en el documento..8  
Empuje generado en el eje 𝒁𝒁𝑩𝑩  
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dron, m  la masa y esta se mantiene cons-
tante; VB la velocidad de traslación en el 
punto de referencia B.

La fuerza externa se constituye en: empuje 
de las hélices, fuerza gravitacional y la fuer-
za centrífuga. Debido al tamaño del dron, se 

desprecian los efectos o pares aerodinámi-
cos. Cada motor i tiene una velocidad angu-
lar Ωi, esta crea una fuerza referida al marco 
inercial del dron fi=[
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Por ello se desprecian las fuerzas de Coriolis y centrífuga.  

4. La aceleración de la gravedad es constante, pues las variaciones de altura que 
va a experimentar el dron son despreciables frente al radio de la Tierra. 

5. Se considera el efecto del viento en la resistencia aerodinámica del dron pero 
se desprecia el efecto en las hélices. 

6. Se desprecian los momentos producidos por las fuerzas de resistencia 
aerodinámica, las fuerzas de arrastre aerodinámico actúan siempre en el centro 
de masas del sistema 

Al aplicar las ecuaciones de Newton Euler al cuadricóptero, se encuentran  las 
ecuaciones que gobiernan el movimiento lineal y angular ]. La fuerza que actúa sobre 
el cuadricóptero es:   

𝑭𝑭𝒊𝒊 = 𝒅𝒅
𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒎𝒎𝑽𝑽𝑩𝑩

Ecuación 1.7  Fuerza sobre el cuadricóptero 

Donde  F  es la fuerza que actúa sobre el dron, m  la masa y esta se mantiene 
constante; VB la velocidad de traslación en el punto de referencia B. 

La fuerza externa se constituye en: empuje de las hélices, fuerza gravitacional y la 
fuerza centrífuga.    Debido al tamaño del dron, se desprecian los efectos o pares 
aerodinámicos. Cada motor i tiene una velocidad angular Ω𝑖𝑖, esta crea una fuerza 
referida al marco inercial del dron fi = [0 0 Ωi

2], entonces el empuje total TB está 
representado como TB = [0 0 U1], donde U1 es el empuje generado en el eje ZB, como 
en la ecuación 1.8 

𝑈𝑈1 = ∑ 𝑏𝑏
4

𝑖𝑖=0
𝛺𝛺𝑖𝑖

2

Ecuación ¡Error! No hay texto con el estilo especificado en el documento..8  
Empuje generado en el eje 𝒁𝒁𝑩𝑩  

], entonces el em-
puje total TB está representado como TB=[0 
0 U1], donde U1  es el empuje generado en 
el eje ZB, como en la ecuación 1.8

 
 

7 

MODELO DINÁMICO  

En la formulación de las ecuaciones del modelo dinámico se van a asumir las 
siguientes hipótesis [1]:  

1. Se considera al cuerpo central del dron como un sólido rígido libre 3D,  por tanto 
tendrá 6 grados de libertad. 

2. La inercia de los rotores respecto de sus ejes principales se considera despreciable. 

3. La trayectoria del dron es muy pequeña comparada con el tamaño de la Tierra.  
Por ello se desprecian las fuerzas de Coriolis y centrífuga.  

4. La aceleración de la gravedad es constante, pues las variaciones de altura que 
va a experimentar el dron son despreciables frente al radio de la Tierra. 

5. Se considera el efecto del viento en la resistencia aerodinámica del dron pero 
se desprecia el efecto en las hélices. 

6. Se desprecian los momentos producidos por las fuerzas de resistencia 
aerodinámica, las fuerzas de arrastre aerodinámico actúan siempre en el centro 
de masas del sistema 

Al aplicar las ecuaciones de Newton Euler al cuadricóptero, se encuentran  las 
ecuaciones que gobiernan el movimiento lineal y angular ]. La fuerza que actúa sobre 
el cuadricóptero es:   

𝑭𝑭𝒊𝒊 = 𝒅𝒅
𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒎𝒎𝑽𝑽𝑩𝑩

Ecuación 1.7  Fuerza sobre el cuadricóptero 

Donde  F  es la fuerza que actúa sobre el dron, m  la masa y esta se mantiene 
constante; VB la velocidad de traslación en el punto de referencia B. 

La fuerza externa se constituye en: empuje de las hélices, fuerza gravitacional y la 
fuerza centrífuga.    Debido al tamaño del dron, se desprecian los efectos o pares 
aerodinámicos. Cada motor i tiene una velocidad angular Ω𝑖𝑖, esta crea una fuerza 
referida al marco inercial del dron fi = [0 0 Ωi

2], entonces el empuje total TB está 
representado como TB = [0 0 U1], donde U1 es el empuje generado en el eje ZB, como 
en la ecuación 1.8 

𝑈𝑈1 = ∑ 𝑏𝑏
4

𝑖𝑖=0
𝛺𝛺𝑖𝑖

2

Ecuación ¡Error! No hay texto con el estilo especificado en el documento..8  
Empuje generado en el eje 𝒁𝒁𝑩𝑩  
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Donde b es el factor de empuje generado 
por las hélices y su unidad es [N s2 ]. El 
empuje total en conjunto con la fuerza de 
la aceleración de la gravedad representa 
la sumatoria de fuerzas totales que opera 

sobre el UAV como se indica ecuación 1.8, 
por tanto, el componente de traslación refe-
rido al sistema de referencia queda expre-
sado como:
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Donde b es el factor de empuje generado por las hélices y su unidad es [N s2]. El 
empuje total en conjunto con la fuerza de la aceleración de la gravedad representa la 
sumatoria de fuerzas totales que opera sobre el UAV como se indica ecuación 1.8, por 
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𝑚𝑚�̇�𝑉𝐵𝐵 = −𝑅𝑅𝑇𝑇𝐹𝐹𝑔𝑔 + 𝑇𝑇𝐵𝐵

Ecuación1.8  Componente de traslación 

Para encontrar la fuerza con respecto al sistema inercial, se utiliza la ecuación 
𝜀𝜀̇ = 𝑅𝑅 𝑉𝑉 

y se la deriva para obtener  𝜀𝜀̈ = 𝑅𝑅�̇�𝑉, considerando que la fuerza gravitacional está 
definida como Fg = mg[0 0 1]T, se obtiene el modelo dinámico de traslación: 

𝜀𝜀̈ = [
�̈�𝑥
�̈�𝑦
�̈�𝑧

] = 𝑈𝑈1
𝑚𝑚 [

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) − 𝑚𝑚𝑚𝑚
]

Ecuación 1.9  Modelo dinámico de traslación de un cuadricóptero. 

Para hallar el factor rotacional, el cuadricóptero posee una configuración simétrica con 
relación a los ejes x, y, z ;  por ello se desprecian los valores giroscópicos, la matriz de 
inercia I es: 

𝐼𝐼 = [
𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥 0 0
0 𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦 0
0 0 𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧

]

Ecuación 1.10  Matriz de inercia. 

Para hallar el momento total de  I se considera los cambios del momento angular  H =
Iω, y se tiene que ecuación 1.11: 

𝑀𝑀 = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝐼𝐼𝐼𝐼) + 𝐼𝐼 × (𝐼𝐼𝐼𝐼)

Ecuación 1.11  Momento que actúa sobre el cuadricóptero. 

El valor del momento total  M, está determinado por las torques rotacionales generados 
por las hélices de los rotores y  definidos como: 

Ecuación 1.8. Componente de traslación

Para encontrar la fuerza con respecto al sistema inercial, se utiliza la ecuación: 
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Para hallar el factor rotacional, el cuadricóptero posee una configuración simétrica con re-
lación a los ejes x, y, z;  por ello se desprecian los valores giroscópicos, la matriz de inercia 
I es:

NIETO GUERRERO, E., & VACA DE LA TORRE, F.



339                   RECIMUNDO VOL. 4 Nº 1 (ESP) (2020)

 
 

8 

Donde b es el factor de empuje generado por las hélices y su unidad es [N s2]. El 
empuje total en conjunto con la fuerza de la aceleración de la gravedad representa la 
sumatoria de fuerzas totales que opera sobre el UAV como se indica ecuación 1.8, por 
tanto, el componente de traslación referido al sistema de referencia queda expresado 
como: 

𝑚𝑚�̇�𝑉𝐵𝐵 = −𝑅𝑅𝑇𝑇𝐹𝐹𝑔𝑔 + 𝑇𝑇𝐵𝐵

Ecuación1.8  Componente de traslación 

Para encontrar la fuerza con respecto al sistema inercial, se utiliza la ecuación 
𝜀𝜀̇ = 𝑅𝑅 𝑉𝑉 

y se la deriva para obtener  𝜀𝜀̈ = 𝑅𝑅�̇�𝑉, considerando que la fuerza gravitacional está 
definida como Fg = mg[0 0 1]T, se obtiene el modelo dinámico de traslación: 

𝜀𝜀̈ = [
�̈�𝑥
�̈�𝑦
�̈�𝑧

] = 𝑈𝑈1
𝑚𝑚 [

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) − 𝑚𝑚𝑚𝑚
]

Ecuación 1.9  Modelo dinámico de traslación de un cuadricóptero. 

Para hallar el factor rotacional, el cuadricóptero posee una configuración simétrica con 
relación a los ejes x, y, z ;  por ello se desprecian los valores giroscópicos, la matriz de 
inercia I es: 

𝐼𝐼 = [
𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥 0 0
0 𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦 0
0 0 𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧

]

Ecuación 1.10  Matriz de inercia. 

Para hallar el momento total de  I se considera los cambios del momento angular  H =
Iω, y se tiene que ecuación 1.11: 

𝑀𝑀 = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝐼𝐼𝐼𝐼) + 𝐼𝐼 × (𝐼𝐼𝐼𝐼)

Ecuación 1.11  Momento que actúa sobre el cuadricóptero. 

El valor del momento total  M, está determinado por las torques rotacionales generados 
por las hélices de los rotores y  definidos como: 

Ecuación 1.10. Matriz de inercia

Para hallar el momento total de  I se considera los cambios del momento angular  
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Donde b es el factor de empuje generado por las hélices y su unidad es [N s2]. El 
empuje tota 

l en conjunto con la fuerza de la aceleración de la gravedad representa la sumatoria 
de fuerzas totales que opera sobre el UAV como se indica ecuación 1.8, por tanto, el 
componente de traslación referido al sistema de referencia queda expresado como: 

𝑚𝑚�̇�𝑉𝐵𝐵 = −𝑅𝑅𝑇𝑇𝐹𝐹𝑔𝑔 + 𝑇𝑇𝐵𝐵

Ecuación1.8  Componente de traslación 

Para encontrar la fuerza con respecto al sistema inercial, se utiliza la ecuación: 
𝜀𝜀̇ = 𝑅𝑅 𝑉𝑉 

y se la deriva para obtener  𝜀𝜀̈ = 𝑅𝑅�̇�𝑉, considerando que la fuerza gravitacional está 
definida como Fg = mg[0 0 1]T, se obtiene el modelo dinámico de traslación: 

𝜀𝜀̈ = [
�̈�𝑥
�̈�𝑦
�̈�𝑧

] = 𝑈𝑈1
𝑚𝑚 [

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) − 𝑚𝑚𝑚𝑚
]

Ecuación 1.9  Modelo dinámico de traslación de un cuadricóptero. 

Para hallar el factor rotacional, el cuadricóptero posee una configuración simétrica con 
relación a los ejes x, y, z ;  por ello se desprecian los valores giroscópicos, la matriz de 
inercia I es: 

𝐼𝐼 = [
𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥 0 0
0 𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦 0
0 0 𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧

]

Ecuación 1.10  Matriz de inercia. 

Para hallar el momento total de  I se considera los cambios del momento angular 

 H = Iω    , y se tiene que ecuación 1.11: 

𝑀𝑀 = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝐼𝐼𝐼𝐼) + 𝐼𝐼 × (𝐼𝐼𝐼𝐼)

Ecuación 1.11  Momento que actúa sobre el cuadricóptero. 

El valor del momento total  M, está determinado por las torques rotacionales generados 
por las hélices de los rotores y  definidos como: 

, 
y se tiene que ecuación 1.11:
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Donde b es el factor de empuje generado por las hélices y su unidad es [N s2]. El 
empuje tota 

l en conjunto con la fuerza de la aceleración de la gravedad representa la sumatoria 
de fuerzas totales que opera sobre el UAV como se indica ecuación 1.8, por tanto, el 
componente de traslación referido al sistema de referencia queda expresado como: 

𝑚𝑚�̇�𝑉𝐵𝐵 = −𝑅𝑅𝑇𝑇𝐹𝐹𝑔𝑔 + 𝑇𝑇𝐵𝐵

Ecuación1.8  Componente de traslación 

Para encontrar la fuerza con respecto al sistema inercial, se utiliza la ecuación: 
𝜀𝜀̇ = 𝑅𝑅 𝑉𝑉 

y se la deriva para obtener  𝜀𝜀̈ = 𝑅𝑅�̇�𝑉, considerando que la fuerza gravitacional está 
definida como Fg = mg[0 0 1]T, se obtiene el modelo dinámico de traslación: 

𝜀𝜀̈ = [
�̈�𝑥
�̈�𝑦
�̈�𝑧

] = 𝑈𝑈1
𝑚𝑚 [

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) − 𝑚𝑚𝑚𝑚
]

Ecuación 1.9  Modelo dinámico de traslación de un cuadricóptero. 

Para hallar el factor rotacional, el cuadricóptero posee una configuración simétrica con 
relación a los ejes x, y, z ;  por ello se desprecian los valores giroscópicos, la matriz de 
inercia I es: 

𝐼𝐼 = [
𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥 0 0
0 𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦 0
0 0 𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧

]

Ecuación 1.10  Matriz de inercia. 

Para hallar el momento total de  I se considera los cambios del momento angular 

 H = Iω    , y se tiene que ecuación 1.11: 

𝑀𝑀 = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝐼𝐼𝐼𝐼) + 𝐼𝐼 × (𝐼𝐼𝐼𝐼)

Ecuación 1.11  Momento que actúa sobre el cuadricóptero. 

El valor del momento total  M, está determinado por las torques rotacionales generados 
por las hélices de los rotores y  definidos como: 

Ecuación 1.11. Momento que actúa sobre el cuadricóptero

El valor del momento total  M, está determinado por las torques rotacionales generados por 
las hélices de los rotores y  definidos como:
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𝑀𝑀 = [
𝜏𝜏𝜙𝜙
𝜏𝜏𝜃𝜃
𝜏𝜏𝜓𝜓

] = [
𝑈𝑈2
𝑈𝑈3
𝑈𝑈4

] = [
𝑙𝑙𝑙𝑙(𝛺𝛺2

2 − 𝛺𝛺4
2)

𝑙𝑙𝑙𝑙(𝛺𝛺3
2 − 𝛺𝛺1

2)
𝑑𝑑(𝛺𝛺1

2 + 𝛺𝛺3
2 − 𝛺𝛺2

2 − 𝛺𝛺4
2)

]

Ecuación 1.12  Momentos generados por las hélices 

Donde 𝑙𝑙 es la longitud del brazo hasta el centro de masa en unidades de metros y 𝑑𝑑 el 
coeficiente de arrastre asociado a las hélices en unidades de  [Ns2] . 

Incluyendo las definiciones del modelo cinemático rotacional, los torques de las 
hélices, se presenta en ecuacion1.13 la dinámica que rige la rotación del cuadricóptero 
es: 

�̈�𝜂 = [
�̈�𝜙
�̈�𝜃
�̈�𝜓

] = [
�̇�𝜓�̇�𝜃

−�̇�𝜓�̇�𝜙
�̇�𝜙�̇�𝜃

] +

[
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 (𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧)�̇�𝜓�̇�𝜃

𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
(𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥)�̇�𝜓�̇�𝜙

𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
(𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦)�̇�𝜙�̇�𝜃

𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧 ]
 
 
 
 
 
 
 

̇

+

[
 
 
 
 
 
𝜏𝜏𝜙𝜙
𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜏𝜏𝜃𝜃
𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜏𝜏𝜓𝜓
𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧 ]

 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 

Ecuación 1.13  Modelo dinámico rotacional 

El modelo dinámico completo de un cuadricóptero es: 

�̈�𝑥 =
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜙𝜙 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃)𝑈𝑈1

𝑚𝑚  

�̈�𝑦 =
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜓𝜓𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜙𝜙 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜓𝜓𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜙𝜙)𝑈𝑈1

𝑚𝑚  

�̈�𝑧 = [(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜙𝜙 − 𝑚𝑚𝑚𝑚)]𝑈𝑈1/𝑚𝑚

�̈�𝜙 =
[(𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧)�̇�𝜓�̇�𝜙 + 𝜏𝜏𝜙𝜙]

𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
+ �̇�𝜓�̇�𝜃

θ̈ = [(𝐼𝐼zz − 𝐼𝐼xx)�̇�𝜓�̇�𝜙 + 𝜏𝜏θ]
𝐼𝐼yy

− �̇�𝜓ϕ̇

ψ̈ =
[(𝐼𝐼xx − 𝐼𝐼yy)ϕ̇θ̇ + 𝜏𝜏ψ]

𝐼𝐼zz
+ ϕ̇�̇�𝜃

Ecuación 1.14    Modelo dinámico completo. 

SOFTWARE DE CONTROL 

Ecuación 1.12. Momentos generados por las hélices

Donde l es la longitud del brazo hasta el centro de masa en unidades de metros y d el co-
eficiente de arrastre asociado a las hélices en unidades de  [Ns2 ].

Incluyendo las definiciones del modelo cinemático rotacional, los torques de las hélices, se 
presenta en ecuacion1.13 la dinámica que rige la rotación del cuadricóptero es:
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Ecuación 1.12  Momentos generados por las hélices 

Donde 𝑙𝑙 es la longitud del brazo hasta el centro de masa en unidades de metros y 𝑑𝑑 el 
coeficiente de arrastre asociado a las hélices en unidades de  [Ns2] . 

Incluyendo las definiciones del modelo cinemático rotacional, los torques de las 
hélices, se presenta en ecuacion1.13 la dinámica que rige la rotación del cuadricóptero 
es: 
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Ecuación 1.13  Modelo dinámico rotacional 

El modelo dinámico completo de un cuadricóptero es: 

�̈�𝑥 =
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θ̈ = [(𝐼𝐼zz − 𝐼𝐼xx)�̇�𝜓�̇�𝜙 + 𝜏𝜏θ]
𝐼𝐼yy

− �̇�𝜓ϕ̇

ψ̈ =
[(𝐼𝐼xx − 𝐼𝐼yy)ϕ̇θ̇ + 𝜏𝜏ψ]

𝐼𝐼zz
+ ϕ̇�̇�𝜃

Ecuación 1.14    Modelo dinámico completo. 

SOFTWARE DE CONTROL 

Ecuación 1.13. Modelo dinámico rotacional

El modelo dinámico completo de un cuadricóptero es:

DESARROLLO DE UN MODELO MATEMÁTICO, CINEMÁTICO Y DINÁMICO CON LA APLICACIÓN DE SOF-
TWARE, PARA MODIFICAR EL FUNCIONAMIENTO DE UN DRON, PARA QUE ESTE REALICE MONITOREO 
AUTOMÁTICO
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𝑀𝑀 = [
𝜏𝜏𝜙𝜙
𝜏𝜏𝜃𝜃
𝜏𝜏𝜓𝜓

] = [
𝑈𝑈2
𝑈𝑈3
𝑈𝑈4

] = [
𝑙𝑙𝑙𝑙(𝛺𝛺2

2 − 𝛺𝛺4
2)

𝑙𝑙𝑙𝑙(𝛺𝛺3
2 − 𝛺𝛺1

2)
𝑑𝑑(𝛺𝛺1

2 + 𝛺𝛺3
2 − 𝛺𝛺2

2 − 𝛺𝛺4
2)

]

Ecuación 1.12  Momentos generados por las hélices 

Donde 𝑙𝑙 es la longitud del brazo hasta el centro de masa en unidades de metros y 𝑑𝑑 el 
coeficiente de arrastre asociado a las hélices en unidades de  [Ns2] . 

Incluyendo las definiciones del modelo cinemático rotacional, los torques de las 
hélices, se presenta en ecuacion1.13 la dinámica que rige la rotación del cuadricóptero 
es: 

�̈�𝜂 = [
�̈�𝜙
�̈�𝜃
�̈�𝜓
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�̇�𝜓�̇�𝜃

−�̇�𝜓�̇�𝜙
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Ecuación 1.13  Modelo dinámico rotacional 

El modelo dinámico completo de un cuadricóptero es: 

�̈�𝑥 =
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜙𝜙 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃)𝑈𝑈1

𝑚𝑚  

�̈�𝑦 =
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜓𝜓𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜙𝜙 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜓𝜓𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜙𝜙)𝑈𝑈1

𝑚𝑚  

�̈�𝑧 = [(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜙𝜙 − 𝑚𝑚𝑚𝑚)]𝑈𝑈1/𝑚𝑚

�̈�𝜙 =
[(𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧)�̇�𝜓�̇�𝜙 + 𝜏𝜏𝜙𝜙]

𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
+ �̇�𝜓�̇�𝜃

θ̈ = [(𝐼𝐼zz − 𝐼𝐼xx)�̇�𝜓�̇�𝜙 + 𝜏𝜏θ]
𝐼𝐼yy

− �̇�𝜓ϕ̇

ψ̈ =
[(𝐼𝐼xx − 𝐼𝐼yy)ϕ̇θ̇ + 𝜏𝜏ψ]

𝐼𝐼zz
+ ϕ̇�̇�𝜃

Ecuación 1.14    Modelo dinámico completo. 

SOFTWARE DE CONTROL 

Ecuación 1.14. Modelo dinámico completo

Software de Control

Este proyecto plantea un marco de referen-
cia completo para seguimiento de trayecto-
ria, traslación  y posicionamiento de un AR 
Drone que vuela en entornos abiertos.  El 
sistema funciona de manera centralizada 
en un computador instalado en una esta-
ción terrestre. 

El dron será controlado automáticamente, 
desde un computador. El desempeño del 
dron referido a través de los modelos: cine-
mático y dinámico y que en conjunto y con 
ayuda de un control no lineal PID [4], [5],      
ligado con un filtro de KALMAN [16],  el 
dron trabajara en  un medio con incertidum-
bres y no linealidades [6].   El filtro de Kal-
man está diseñado para estimar los estados 
del vehículo fusionando datos de posición, 
velocidad y aceleración. El controlador no 
lineal está diseñado en base a un modelo 
dinámico del AR Drone con la estabilidad 
de lazo cerrado probada usando la teoría 
de Lyapunov [19].

Actuación sobre el Dron en función de su 
posición y de la ruta programada ver figura 
1.3.

Para controlar el DRON se lo hace  a tra-
vés de una estación de radiofrecuencia co-
nectada al computador.  Cada uno de los 
canales de comunicación del AR.Drone se 
lo  controla independientemente desde el 
computador.
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Figura 1.3. Trayectoria del Ar Drone

Fuente: Los autores 2020

El AR DRONE 2.0.  Está compuesto por la unidad IMU: giroscopio, acelerómetro y magne-
tómetro de tres ejes,  un sensor de presión que actúa como un altímetro.

Tecnología WIFI 802.11 b/g/n.  Brújula 
3D que permite controlar el vuelo con refe-
rencia absoluta y estimación dinámica del 
viento.  Duración de la batería: 12 minutos.
Tiene cuatro rotores con hélices de una lon-
gitud de 20 cm, sujeto a una sólida cruz de 
fibra de carbono que proporciona estabili-
dad. 

El Parrot AR.Drone pesa 380g

La computadora a bordo se compone de un 

procesador ARM Cortex de 32 bits a 1 GHz, 
con un procesador digital de señal de 121 
Gb de memoria RAM DDR2. [12].

Software del Parrot AR.Drone

El Parrot AR.Drone [12], [15],  contiene todo 
el software a bordo requerido para hacer vo-
lar el cuadricóptero, este software no puede 
ser modificado externamente. La comuni-
cación se lo realiza a través de protocolo te-
lnet; además realiza internamente el control 
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de los ángulos roll, pitch, la velocidad de 
yaw y la velocidad vertical.   

Al conectar la batería del AR.Drone se ac-
tiva una red WiFi ad-hoc, que permite el 
acceso a los canales de comunicación del 
drone, enviando datos y recibiendo coman-
dos de navegación, de control.

• Canal de navegación (puerto UDP 
5554), este canal envía la información 
de la orientación del drone en roll, pitch y 
yaw; los valores de velocidades lineales 
respecto a su sistema de referencia, la 
altura del drone y el estado de la batería 
y permite la recepción de los estados.

• Canal de video (puerto UDP 5555), en 
este canal se transmite de manera con-
tinua el video captado por las cámaras 
del drone.

• Canal de comando (puerto UDP 5556), 
en este canal se transmite la secuencia 
de paquetes de comandos que definen 
las referencias de la velocidad lineal ho-
rizontal, la velocidad de rotación en yaw 
y la velocidad vertical.

Visual Studio

Visual Studio es un conjunto de herramien-
tas y otras tecnologías de desarrollo de sof-
tware basado en componentes para crear 
aplicaciones eficaces y de alto rendimiento.  
Es un conjunto completo de herramientas 
de desarrollo para la generación de apli-
caciones web, Servicios Web, aplicaciones 
de escritorio y aplicaciones móviles. Utiliza 
todo el entorno de desarrollo integrado, que 
habilita el uso compartido de herramientas 
y facilita la creación de soluciones en varios 
lenguajes. 

Para el diseño del controlador tipo PID se 
utilizara el Software CV.Drone y se conecta 
a la red  del AR.Drone.

Con el modelo de cuadricóptero definido en 
la ecuación 1.14; se describe la  translación 
y rotación en yaw de un cuadricóptero se 

realizara el diseño de un controlador tipo 
PID, utilizando el análisis de estabilidad de 
Lyapunov.

FORTALEZA  del ARDRONE 2.0. 

Las bondades antes señaladas hacen de 
este dron, el vehículo adecuado para la 
aplicación de esta metodología y de posible 
manejo; canales de comunicación hacia la 
IMU, del dron, con ayuda del protocolo tel-
net es posible ingresar a modificar el control 
de los ángulos: roll, pitch y yaw, como tam-
bién al velocidad y altura del dron.

Se realizaron pruebas de funcionamiento en 
ambiente abierto: el ARDRONE 2.0 funciona 
adecuadamente a  temperaturas menores 
a los 10oC, presentando inconvenientes a 
temperaturas mayores a este valor;   y ante 
la presencia de vientos fortuitos en la ciu-
dad de Quito es errático y pierde fácilmente 
la ruta trazada, debido al poco peso de este 
dron 380 gramos.

Conclusiones

El Ardrone 2.0 tiene facilidades que el fabri-
cante entrega al usuario, para realizar este 
tipo de investigaciones, como son, los ca-
nales de comunicación; no presente en otro 
tipo de dron. 

Para el desempeño a ejecutar con este dron, 
una trayectoria predefinida y fija, resulta un 
tanto difícil mantenerla: Las variaciones de 
viento, temperatura, humedad relativa, que 
incrementan las no-linealidades e incerti-
dumbres. Los tiempos de comunicación en-
tre el dron y el sistema deben ser menores 
a 10-3 [s]; eso significa hardware de mejor 
desempeño y mayores costos.

Es necesario agregar un sistema de con-
trol de mayor robustez, quizá un Control 
en Modo deslizante, y filtros de Kalman, lo 
que obliga a realizar investigaciones más 
profundas dentro de laboratorios con mejor 
tecnología.
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Para cumplir con los objetivos de este tipo 
de investigación, será necesario construir 
un dron: uno de mayor capacidad de  tiem-
po de vuelo,  mayor envergadura y peso, 
lo que significa, mayor presupuesto que el 
designado, para este trabajo. [13], [14].
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